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 Penelitian ini dilakukan untuk memperkirakan keuntungan optimal perusahaan dengan mempertimbangkan rantai pasokan produk pada 
suatu perusahaan yang menerima pesanan dari beberapa distributor. Jika semua pesanan tidak bisa dipenuhi oleh kapasitas produksi yang 
tersedia, maka perusahaan akan menawarkan solusi dalam mengalokasikan kapasitas terhadap distributor dengan mempertimbangkan biaya 
penjadwalan dan kendala lainnya. Pekerjaan utama dalam memperkirakan keuntungan perusahaan adalah memodelkan biaya penjadwalan 
dan kendala dalam masalah alokasi kapasitas pada perusahaan. Artinya, perusahaan membuat penjadwalan pesanan untuk meminimalkan 
biaya untuk mencapai keuntungan maksimal dengan menerapkan metode Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Karush-Khun-Tucker dapat 
digunakan untuk menemukan solusi optimal dari fungsi yang terbentuk dari masalah alokasi dan penjadwalan apakah linier atau nonlinier. 
Dalam pengerjaannya metode KKT pada dasarnya melibatkan langkah-langkah yang sama seperti metode Lagrange untuk dapat 
menghitung titik kritis dan menemukan solusi optimum. Disarankan untuk penelitian selanjutnya dapat melibatkan variabel yang lebih 
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Setiap perusahaan tentu hal yang ingin dicapai adalah memperoleh keuntungan 
yang maksimum. Pencapaian keuntungan maksimum dapat dicapai dengan suatu 
strategi penjualan. Salah satunya dalam ilmu matematika dapat diselesaikan 
dengan metode optimasi. Seiring dengan perkembangan zaman setiap perusahaan 
dihadapkan dengan berbagai masalah yang bersumber pada persoalan alokasi 
kapasitas pada rantai pasokan. Kejadian ini disebabkan oleh  ketersediaan 
kapasitas produk pada sebuah pabrik terlalu banyak atau mungkin terlalu sedikit 
sehingga tidak dapat memenuhi semua permintaan atau pesanan dari distributor. 
Ketersedian produk yang berlebihan akan menimbulkan beban tambahan biaya 
pada perusahaan, misalnya ongkos biaya pergudangan dan tenaga kerja. Namun 
jika persedian terlalu sedikit akan menimbulkan pengalokasian yang tidak 
seimbang sehingga berdampak pada penurunan  permintaan distributor atau 
konsumen. Oleh karena itu pihak perusahaan dituntut untuk mengambil kebijakan 
dengan menawarkan sistem yang tepat untuk memenuhi permintaan distributor. 
Keputusan yang tepat dari setiap perusahaan adalah merancang suatu sistem 
penjadwalan yang tepat sesuai dengan kapasitas persediaan pabrik. Pabrik tentu 
merespon dengan menawarkan pesanan yang terbatas sesuai kapasitas yang 
tersedia pada pabrik dan perlu adanya revisi pesanan dari distributor sesuai 
kapasitas tersedia. Hal ini senada dengan Durango-Cohen dan Yano, 2006 yang 
mengemukakan bahwa modal industri intensive harus berurusan dengan 
kemampuan permintaan dan ketidakmampuan untuk mengubah kapasitas mereka 
dengan cepat untuk memenuhi permintaan, sehingga rentan terhadap kekurangan 
kapasitas. 
Pada saat inilah setiap perusahaan harus menciptakan rangkaian proses yang 
sifatnya dinamis atau terus menerus dan berkesinambungan terutama harus terus 
berusaha memperbaiki kinerjanya dan tetap bertahan dalam ketatnya kompetisi 
global sehingga diperlukan rantai pasok yang efektif dan efisien. Rantai pasok 
adalah jaringan perusahaan-perusahaan yang secara bersama-sama bekerja untuk 
menciptakan dan menghantarkan suatu produk ke tangan pemakai akhir. 
Perusahaan dalam praktek usahanya perlu menerapkan mekanisme alokasi 
kapasitas yang tepat sesuai dengan tempat distributor dan permintaan distributor 
(Deshpande dan Schwarz, 2005). Lebih lanjut Cachon dan Lariviere (1999a, b) 
juga mengemukakan salah satu mekanisme yang lebih umum digunakan adalah 
alokasi kapasitas produsen terhadap distributor. 
Dengan demikian, sistem alokasi kapasitas pabrik diperlukan sebuah jadwal 
untuk memaksimalkan keuntungan. Salah satu metode yang digunakan untuk 
penyelesaian masalah maksimum maupun minimum dengan kendalanya berupa 
pertidaksamaan adalah metode Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Dalam 
penyelesaian masalah menggunakan metode Karush-Kuhn-Tucker (KKT) juga 
diperlukan faktor pengali Lagrange yaitu 𝜆. Pengali Lagrange ini digunakan untuk 
mengecek kekonkafan fungsi sebagai syarat perlu dalam penyelesaian masalah 
optimum. 
Masalah penjadwalan pada penelitian ini berkaitan dengan waktu proses 
pengiriman pesanan dari pabrik ke sejumlah distributor. Masalah penjadwalan 
yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah masalah penjadwalan pabrik 
dengan pesanan parsial dan masalah penjadwalan pabrik dengan pesanan penuh. 
Pada bagian ini diasumsi bahwa pendapatan dan biaya terisi sebagian agar 
sebanding dengan kebutuhan kapasitas. Smith (1956) menunjukkan bahwa aturan 
waktu pemrosesan terpendek atau Shortest Weighted Processing Time (SWPT), 
di mana pesanan diurutkan oleh rasio 
𝑝𝑗
𝑤𝑗
 secara meningkat (nondecreasing) untuk 
meminimalkan total waktu penyelesaian penimbangan dalam pengolahan mesin 
tunggal. 






 maka dapat diformulasikan masalah penjadwalan pabrik untuk 












                                                             (1)    
s. t.  ∑𝑦𝑗
𝑞
𝑗=1
≤ 𝑇                                                                                                          (2)    
0 ≤ 𝑦𝑗 ≤ 𝑝𝑗 ,        𝑗 = 1, … , 𝑞                                                                                    (3)    
Selanjutnya dilakukan pengalokasi produk pada pabrik untuk setiap distributror 
dengan menggunakan suatu algoritma yang cocok. Fungsi tujuan (1) pada masalah 
penjadwalan merupakan bentuk kuadratik yaitu 𝑓(𝑦) = 𝑢𝑦 − 𝑦 𝑇𝑄𝑦 dan masalah 
optimasi 𝑓(𝑦) juga memiliki kendala 2 dan 3 berbentuk pertidaksamaan. Untuk 
menyelesaikan masalah optimasi 𝑓(𝑦) maka diperlukan syarat perlu dan syarat 
cukup dalam menganalisis fungsi tujuan dan kendalanya sesuai dengan aturan 
Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Oleh karena itu, berikut akan dibahas lemma yang 
merupakan syarat perlu dalam proses penyelesaian model. 
Lemma 1. Fungsi tujuan penjadwalan pada (1) merupakan fungsi konkaf. 
Bukt: Fungsi tujuan 𝑓(𝑦) pada persamaan (1) merupakan bentuk kuadratik. 
Dengan menggunakan prosedur penyelesaian fungsi kuadratik akan ditunjukkan 
bahwa fungsi tujuan (1) adalah konkaf. 












                                                                                            
                = ?̅?1𝑦1 + ?̅?2𝑦2 + ⋯ + ?̅?𝑞𝑦𝑞 







𝑤𝑞𝑦𝑞(𝑦1 + 𝑦2 + ⋯+ 𝑦𝑞)
𝑝𝑞
]                     (4)  
Berdasarkan persamaan (4) diperoleh turunan parsial pertama dan kedua terhadap 









































Selanjutnya dibentuk matriks Hessian (𝐻𝑞) yaitu: 
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                                       (5)  
 Berdasarkan matriks Hessian 𝐻𝑞 pada (5) dibentuk matrik Hessian (−𝐻𝑞)  
sehingga diperoleh: 









































               (6) 
Berikut dicari minor-minor utama (6) yang prosedurnya diulangi sampai baris ke 𝑞 
dikurangi dengan baris ke (𝑞 −  1) dan kolom ke 𝑞 dikurangi dengan kolom ke 
(𝑞 −  1) sehingga diperoleh matrik −𝐻(𝑞) sebagai berikut:   
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> 0, dapat ditunjukkan bahwa determinan dari −𝐻1 dan −𝐻2 
adalah definit positif, maka 𝑑𝑒𝑡(−𝐻𝑞)  >  0. Dengan demikian, karena diperoleh 
matrik Hessian (−𝐻𝑞) definit positif maka matrik (𝐻𝑞) definit negatif. Akibatnya, 
fungsi tujuan (1) merupakan fungsi konkaf sempurna. 
Pada model masalah alokasi kapasitas dan penjadwalan (1) tidak ada batasan tak-
negatif pada setiap variabel, sehingga kasus tersebut merupakan kasus optimisasi 
multivariabel dengan kendala persamaan, sehingga dapat dibentuk fungsi Lagrange 
dari pemasalahan tersebut, yaitu: 









𝑗=1 + 𝜆1(∑ 𝑦𝑗 − 𝑇
𝑞
𝑗=1 ) + 𝜆2(𝑦𝑗 − 𝑃𝑗)          (8) 
dengan 𝜆𝑖 adalah pengali-Lagrange, untuk setiap 𝑖 = 1,2,… , 𝑛 
Selanjutnya berdasarkan fungsi Lagrange (4) dapat menetapkan syarat Kuhn 


























































































− 𝑇] = 0 
𝜕𝐿
𝜕𝜆2




= 𝜆2[𝑦𝑗 − 𝑝𝑗] = 0 
𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 
𝜆𝑖 ≥ 0, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 
Penyelesaian dari setiap sistem persamaan ini, selanjutnya disebut titik kritis dari 
L. Selanjutnya mencari titik optimum dengan menggunakan syarat Karush-Khun-
Tucker. Jika titik optimum telah ditemukan, maka sebagai langkah terakhir 
menghitung nilai dari fungsi tujuan (1) atas titik optimum tersebut. 
2. Metode 
Metode yang digunakan adalah studi pustaka yang diperoleh dari berbagai 
sumber baik buku maupun artikel atau jurnal ilmiah. Langkah-langkah yang 
digunakan dalam metode penelitian ini berdasarkan syarat perlu pada lemma 1 
dan syarat cukup Karush-Khun-Tucker (KKT) yaitu: 
 
Gambar 1. Graf Prosedur Penyelesaian Masalah 
3. Hasil dan Pembahasan 
Data contoh kasus yang disajikan dalam penelitian ini merupakan data 
pendistribusian produk-produk pada PT. Kharisma Esa Ardi yang diambil dari tesis 
tulisan Oktovianus R. Sikas, 2017. Data yang digunakan pada penelitian ini yaitu 
produk kursi lipat yang akan melayani permintaan dari 4 distributor tujuan yaitu 
Probolinggo, Semarang, Bandung dan Jakarta. Data yang diperoleh adalah rata-
rata permintaan keempat kota (distributor) per bulan untuk masing-masing produk 
yaitu untuk produk kursi lipat diperoleh rata-rata permintaan pada kota 
Probolinggo sebanyak 233, Semarang sebanyak 138, Bandung sebanyak 159 dan 
Jakarta sebanyak 127. 
Diketahui juga bahwa harga penjualan produk kursi lipat adalah Rp. 96.500 perunit 
dan biaya penyimpanan sebesar Rp. 406 perunit. Sedangkan biaya pengiriman 
produk dapat dirincikan pada tabel berikut: 
Tabel 1. Data Biaya Pengiriman 
Rincian Biaya Probolinggo Semarang  Bandung  Jakarta  
Administrasi  Rp. 14.500 Rp. 22.500 Rp. 32.500 Rp. 14.500 
Tenaga kerja Rp. 275.000 Rp. 725.000 Rp. 1.075.000 Rp. 1.225.000 
Bongkar muatan Rp. 25.000 Rp. 25.000 Rp. 25.000 Rp. 25.000 
Total biaya Rp. 364.500 Rp. 772.500 Rp. 1.132.500 Rp. 1.287.500 
Diasumsikan juga bahwa untuk penyelesaian proses pengiriman pesanan parsial 
dibutuhkan sebuah penjadwalan, dengan total kapasitas waktu penyelesaian proses 
pengiriman produk berdasarkan semester pertama adalah T = 15 hari dan waktu 
proses penyelesaian pengiriman masing-masing distributor adalah Probolinggo 
membutuhkan 2 hari, Semarang membutuhkan 3 hari, Bandung membutuhkan 4 
hari dan Jakarta membutuhkan 6 hari. 
Tujuan yang ingin dicapai dalam penelitian ini adalah untuk mencapai keuntungan 
maksimum. Keuntungan diperoleh dari hasil analisis syarat perlu pada lemma 2 
dan syarat cukup Karush-Khun-Tucker (KKT) pada masalah alokasi dan 
penjadwalan. Koefisien dari masing-masing variabel keputusan menunjukkan 
keuntungan dari setiap produk. Pada langka awal akan menghitung pendapatan 
perunit dan menentukan bobot atau ukuran biaya dikeluarkan oleh PT. Kharisma 
Esa Ardi saat ada pesanan sampai proses penyelesaian pengiriman produk. 
Selanjutnya melakukan pengurutan pekerjaan sehingga diperoleh data keseluruhan 
model alokasi dan penjadwalan sebagai berikut:  
Tabel 2. Nilai Koefisian atau parameter 
Uraian Probolinggo Semarang Bandung Jakarta 
Waktu Proses (𝑝𝑗) 2 3 4 6 
Pendapatan per unit (?̅?𝑗) 11471799 4715176 4135139 2265760 
Bobot biaya (𝑤𝑗) 119564 81163 89622 76562 
Rasio (?̅?𝑗) 59782 27054 22405 12760 
Proses optimasi pada masalah alokasi kapasitas dan penjadwalan produk kursi 
lipat menggunakan bantuan pada program Maple. Berdasarkan data pada tabel 2 
dapat dirumuskan model matematika sebagai berikut: 
𝑓(𝑦) = 11471799𝑦1 + 4715176𝑦2 + 4135139𝑦3 + 2265760𝑦4 − [59782 𝑦1(𝑦1)
+ 27054𝑦2(𝑦1 + 𝑦2) + 22405𝑦3(𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3)
+ 12760𝑦4(𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 + 𝑦4)] 
dengan kendala, 
𝑔1(𝑦) =  𝑦1 ≤ 2                       
𝑔2(𝑦) =  𝑦1 + 𝑦2 ≤ 5                       
𝑔3(𝑦) =  𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 ≤ 9                      
𝑔4(𝑦) =  𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 + 𝑦4 ≤ 15                      
 𝑦𝑗 ≥ 0,         𝑗 = 1,2,3,4                       
Untuk mempermudah perhitungan dalam memperkirakan keuntungan bersih pada 
PT. Kharisma Esa Ardi digunakan software Maple sehingga diperoleh variabel 
titik optimum 𝑦1 = 2, 𝑦2 = 3, 𝑦3 = 4 dan 𝑦4 = 6 dan nilai fungsi objektif adalah 
64.624.324. Fungsi objektif ini merupakan solusi optimal global. Dengan 
demikian hasil output Maple yang diperoleh mendapatkan keuntungan maksimal 
maka perusahaan PT. Kharisma Esa Ardi harus menjadwalkan pengiriman secara 
parsial untuk setiap produk dengan rincian waktu penyelesaian 2 hari untuk 
Probolinggo, 3 hari untuk Semarang, 4 hari untuk Bandung dan 6 hari untuk 




Pada penetian ini diperoleh bahwa masalah penjadwalan merupakan bagian 
terpenting dalam mengatasi keterbatasan kapasitas produk dengan menawarkan 
solusi alternatif pesan parsial. Sedangkan sistem alokasi waktu penyelesaian 
proses pada model penjadwalan dengan aturan SWPT dapat mengotimalkan 
keuntungan pabrik. Artinya penerapan model alokasi kapasitas dan penjadwalan 
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dengan pesanan parsial yang digunakan pada penelitian ini mendekati kondisi 
nyata. Pada penelitian selanjutnya diharapkan dapat melibatkan variabel yang 
lebih bervariasi dengan kasus yang lebih menarik. 
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